
La suite de Fibonacci

Nous notons F la suite de Fibonacci.

Elle est dé�nie par deux valeurs initiales : F (0) = 0 et F (1) = 1, et par
la relation de récurrence : F (n + 1) = F (n) + F (n− 1).

Chaque terme est donc égal à la somme des deux précédents :

F (2) = F (0) + F (1) = 0 + 1 = 1 ;
F (3) = F (1) + F (2) = 1 + 1 = 2 ;
F (4) = F (2) + F (3) = 1 + 2 = 3 ;
F (5) = F (3) + F (4) = 2 + 3 = 5 ;
F (6) = F (4) + F (5) = 3 + 5 = 8 ; etc.

C'est la relation fondamentale qui caractérise la suite de Fibonacci.

Voici un tableau donnant les quelques premières valeurs :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
F (n) 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

On peut remarquer que F (n − 1) = F (n + 1) − F (n) (chaque terme est
égal à la di�érence des deux suivants) ; ceci permet de prolonger la suite
pour n < 0 ; on obtient : F (−n) = (−1)n+1F (n).

Le calcul matriciel est très utile pour étudier les propriétés de cette suite.
Partons de l'égalité :(

F (n + 1)
F (n)

)
=

(
1 1
1 0

)(
F (n)

F (n− 1)

)
Elle entraîne :
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(
F (n + 1)

F (n)

)
=

(
1 1
1 0

)n (
F (1)
F (0)

)
=

(
1 1
1 0

)n (
1
0

)

Posons : M =

(
1 1
1 0

)
; on a alors :

(
F (n + 1)

F (n)

)
= Mn

(
1
0

)
.

Pour étudier les puissances de la matrice M, on utilise la méthode classique
de la diagonalisation. Commençons par chercher ses valeurs propres. Ce sont
les racines de l'équation :∣∣∣∣∣ 1− λ 1

1 −λ

∣∣∣∣∣ = 0 soit λ2 − λ− 1 = 0 ou encore λ2 = λ + 1.

Ces racines sont : Φ1 = 1+
√

5
2
≈ 1, 618 et Φ2 = 1−

√
5

2
≈ −0, 618.

Ce sont les deux nombres d'or.

Avant de continuer, indiquons quelques propriétés de ces deux nombres :

(1) Φ1 . Φ2 = −1

(2) Φ1 + Φ2 = 1

(3) Φ1 − Φ2 =
√

5

(4) Φ2
1 = Φ1 + 1

(5) Φ2
2 = Φ2 + 1

En multipliant les deux membres de l'égalité (4), successivement, par Φ1,
Φ2

1, Φ3
1, etc., on obtient :

Φ3
1 = Φ2

1 + Φ1 = 2Φ1 + 1 ;

Φ4
1 = Φ3

1 + Φ2
1 = 3Φ1 + 2 ;

Φ5
1 = Φ4

1 + Φ3
1 = 5Φ1 + 3 ;

Φ6
1 = Φ5

1 + Φ4
1 = 8Φ1 + 5, etc.

D'où la règle générale :
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(6) Φn
1 = F (n)Φ1 + F (n− 1)

De même, pour Φ2 :

(7) Φn
2 = F (n)Φ2 + F (n− 1)

Ces égalités (6 et 7) permettent de ramener n'importe quel polynôme en
Φ1 et Φ2 au degré 1.

En additionnant membre à membre les égalités (6) et (7), on obtient :

Φn
1 +Φn

2 = F (n)Φ1+F (n−1)+F (n)Φ2+F (n−1) = F (n) (Φ1 + Φ2)+2F (n−
1) = F (n)+2F (n−1) = F (n+1)−F (n−1)+2F (n−1) = F (n+1)+F (n−1),
donc :

(8) Φn
1 + Φn

2 = F (n + 1) + F (n− 1)

Comme ‖Φ2‖ < 1, on peut dire que Φn
2 tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni ;

donc Φn
1 est équivalent à F (n + 1) + F (n− 1), qui est un nombre entier ; on

dit que Φ1 est un PV-number.
Ceci a une grande importance dans les situations où on raisonne modulo 1,
par exemple en phyllotaxie, où la position angulaire et la divergence sont
dé�nies à 1 tour près.
Dans de telles situations, on pourra considérer que Φn

1 est équivalent (ou
congru modulo 1 ) à −Φn

2 , qui tend vers 0 (par valeurs alternées) quand n
tend vers l'in�ni.
De plus, d'après (6), F (n)Φ1 = Φn

1 − F (n − 1) ≡ −Φn
2 (mod1) : comme Φn

1 ,
F (n)Φ1 est équivalent (modulo 1) à −Φn

2 , qui tend vers 0.

En retranchant membre à membre les égalités (6) et (7), on obtient :

Φn
1 −Φn

2 = (F (n)Φ1 + F (n− 1))− (F (n)Φ2 + F (n− 1)) = F (n) (Φ1 − Φ2) =√
5 F (n), donc :

(9) Φn
1 − Φn

2 =
√

5 F (n), et :

(10) F (n) =
Φn

1−Φn
2√

5

Cette égalité est de la plus haute importance : elle permet de remplacer,
à volonté, les calculs sur la suite de Fibonacci par des calculs sur les nombres
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d'or.
De plus, quand n tend vers l'in�ni, Φn

2 tend vers 0 (puisque ‖Φ2‖ < 1), donc

F (n) est équivalent à
Φn

1√
5
.

Par exemple, pour n assez grand, on a :

F (n+1)
F (n)

≈
Φn+1

1√
5

Φn
1√
5

= Φ1, donc :

le quotient de deux termes successifs de la suite de Fibonacci
(

F (n+1)
F (n)

)
tend

vers le nombre d'or Φ1 quand n tend vers l'in�ni.

En additionnant membre à membre les égalités (8) et (9), on obtient :

(11) Φn
1 = 1

2

[
F (n + 1) + F (n− 1) +

√
5F (n)

]
,

...et en les retranchant membre à membre :

(12) Φn
2 = 1

2

[
F (n + 1) + F (n− 1)−

√
5F (n)

]
.

Reprenons la diagonalisation de la matrice M. On va rechercher maintenant
ses vecteurs propres ; ils doivent véri�er :(

1 1
1 0

)(
x
y

)
= Φ1

(
x
y

)
et

(
1 1
1 0

)(
x
y

)
= Φ2

(
x
y

)
.

La première équation donne : x = Φ1 y, et la seconde : x = Φ2 y.

Donc les vecteurs propres de M sont proportionnels à −→u1 =

(
Φ1

1

)
et

−→u2 =

(
Φ2

1

)
.

On peut préciser que : M−→u1 = Φ1
−→u1 =

(
Φ2

1

Φ1

)
et Mn−→u1 = Φn

1
−→u1 =

(
Φn+1

1

Φn
1

)
;

de même : M−→u2 = Φ2
−→u2 =

(
Φ2

2

Φ2

)
et Mn−→u2 = Φn

2
−→u2 =

(
Φn+1

2

Φn
2

)
.

Pour passer de la base de vecteurs propres à la base canonique, on utilisera

la matrice

(
Φ1 Φ2

1 1

)
, et pour passer de de la base canonique à la base de
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vecteurs propres, on utilisera la matrice inverse, qui est : 1√
5

(
1 −Φ2

−1 Φ1

)
.

On a donc :

M = 1√
5

(
Φ1 Φ2

1 1

)(
Φ1 0
0 Φ2

)(
1 −Φ2

−1 Φ1

)
, et :

Mn = 1√
5

(
Φ1 Φ2

1 1

)(
Φn

1 0
0 Φn

2

)(
1 −Φ2

−1 Φ1

)
=

 Φn+1
1 −Φn+1

2√
5

Φn
1−Φn

2√
5

Φn
1−Φn

2√
5

Φn−1
1 −Φn−1

2√
5


(

F (n + 1)
F (n)

)
= Mn

(
1
0

)
=

 Φn+1
1 −Φn+1

2√
5

Φn
1−Φn

2√
5

Φn
1−Φn

2√
5

Φn−1
1 −Φn−1

2√
5

( 1
0

)
=

 Φn+1
1 −Φn+1

2√
5

Φn
1−Φn

2√
5


Nous retrouvons l'égalité (10).

D'autre part, on peut remarquer que :(
F (n + 1) F (n)

F (n) F (n− 1)

)
=

(
1 1
1 0

)(
F (n) F (n− 1)

F (n− 1) F (n− 2)

)
= M

(
F (n) F (n− 1)

F (n− 1) F (n− 2)

)
...ce qui entraîne :(

F (n + 1) F (n)
F (n) F (n− 1)

)
= Mn

(
F (1) F (0)
F (0) F (−1)

)
= Mn

(
1 0
0 1

)
= Mn

(13) Mn =

(
F (n + 1) F (n)

F (n) F (n− 1)

)
Par exemple :

M2 =

(
1 1
1 0

)2

=

(
F (3) F (2)
F (2) F (1)

)
=

(
2 1
1 1

)
,

M3 =

(
1 1
1 0

)3

=

(
F (4) F (3)
F (3) F (2)

)
=

(
3 2
2 1

)
,

M4 =

(
1 1
1 0

)4

=

(
F (5) F (4)
F (4) F (3)

)
=

(
5 3
3 2

)
,

M5 =

(
1 1
1 0

)5

=

(
F (6) F (5)
F (5) F (4)

)
=

(
8 5
5 3

)
, etc.

Le déterminant de M est égal à -1 ; on en déduit, d'après (13), que :
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det

(
F (n + 1) F (n)

F (n) F (n− 1)

)
= (−1)n ; donc :

(14) F (n + 1)F (n− 1)− F (n)2 = (−1)n

Remplaçons F (n− 1) par F (n + 1)− F (n) ; l'égalité (14) devient :

(15) F (n + 1)2 − F (n + 1)F (n)− F (n)2 = (−1)n

On peut alors exprimer F (n+1) en fonction de F (n) (en résolvant l'équation
du second degré, dont l'inconnue est F (n + 1)) :

(16) F (n + 1) =
F (n)±

√
5F (n)2+4(−1)n

2

(Le signe est + si n est positif, ou bien négatif et pair ; c'est - si n est négatif
et impair.)

Sachant que Ma+b = MaM b, on peut écrire :(
F (a + b + 1) F (a + b)

F (a + b) F (a + b− 1)

)
=

(
F (a + 1) F (a)

F (a) F (a− 1)

)(
F (b + 1) F (b)

F (b) F (b− 1)

)
,

ce qui entraîne :

(17) F (a + b) = F (a + 1)F (b) + F (a)F (b− 1)
ou F (a + b) = F (a)F (b + 1) + F (a− 1)F (b)
ou F (a + b) = F (a)F (b) + F (a)F (b− 1) + F (a− 1)F (b)

(18) F (a + b + 1) = F (a + 1)F (b + 1) + F (a)F (b)

(19) F (a + b− 1) = F (a)F (b) + F (a− 1)F (b− 1)

Pour a=b=n, on obtient :

F (2n) = F (n + 1)F (n) + F (n)F (n − 1) = F (n)[F (n + 1) + F (n − 1)] =
[F (n + 1)− F (n− 1)][F (n + 1) + F (n− 1)] = F (n + 1)2 − F (n− 1)2

(20) F (2n) = F (n + 1)2 − F (n− 1)2

(21) F (2n + 1) = F (n + 1)2 + F (n)2

(22) F (2n− 1) = F (n)2 + F (n− 1)2
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D'après (15), on a : F (n + 1)F (n) = F (n + 1)2 − F (n)2 + (−1)n+1, et par
conséquent , par sommation :

F (0)F (1) + ... + F (n− 1)F (n) =


F (n)2 si n est pair

F (n)2 − 1 si n est impair

(23)
n∑

i=1

F (i− 1)F (i) = F (n)2 − 1− (−1)n

2

On peut démontrer une multitude d'autres formules concernant la suite de
Fibonacci. Une technique e�cace consiste à remplacer les termes de la suite
par leur expression en fonction des nombres d'or (voir formule 10) ; on ob-
tient alors des polynômes (ou des fractions rationnelles) en Φ1 et Φ2 ; on les
développe, puis on les simpli�e grâce aux égalités 1 à 7, de manière à abaisser
le degré, puis on revient à la suite de Fibonacci (formules 8, 9, 11, 12).

Par exemple, proposons-nous de calculer : sn = F (0)+F (1)+F (2)+...+F (n).

sn =
Φ0

1−Φ0
2√

5
+

Φ1
1−Φ1

2√
5

+
Φ2

1−Φ2
2√

5
+ ... +

Φn
1−Φn

2√
5

sn = 1√
5
[(Φ0

1 + Φ1
1 + Φ2

1 ... + Φn
1 )− (Φ0

2 + Φ1
2 + Φ2

2 ... + Φn
2 )]

sn = 1√
5

(
Φn+1

1 −1

Φ1−1
− Φn+1

2 −1

Φ2−1

)
= 1√

5

(
Φn+1

1 −1

−Φ2
− Φn+1

2 −1

−Φ1

)
sn = 1√

5

[
(Φn+1

1 − 1)Φ1 − (Φn+1
2 − 1)Φ2

]
=

Φn+2
1 −Φ1−Φn+2

2 +Φ2√
5

sn =
Φn+2

1 −Φn+2
2√

5
− Φ1−Φ2√

5
= F (n + 2)− F (1) = F (n + 2)− 1, donc :

(24)
n∑

i=0

F (i) = F (n + 2)− 1

Une technique identique (avec, éventuellement, quelques subtilités complé-
mentaires) permet de démontrer, par exemple :

(25)
n∑

i=0

(−1)i F (i) = −1 + (−1)n F (n− 1)

(26)
n∑

i=0

F (2i) = F (2n + 1)− 1
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(27)
n∑

i=0

F (3i) =
F (3n + 2)− 1

2

(28)
n∑

i=0

F (i)2 =
F (2n + 2) + F (2n) + (−1)n+1

5

(29)
n∑

i=0

F (i)3 =
F (3n + 2)− 6(−1)nF (n− 1) + 5

10

La formule suivante est plus évidente (d'après 10) :

(30)
∞∑
i=0

F (i)

i!
=

eΦ1 − eΦ2

√
5

L'étude de la suite de Fibonacci F et des nombres d'or Φ1 et Φ2 est in-
épuisable ; si vous avez du temps, n'hésitez pas à vous plonger dans le site
passionnant de R. Knott :

http ://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/

Reprenons l'égalité (15), et posons : F(n)=x et F(n+1)=y. Si n est pair,
on a : y2− xy− x2 = 1, et si n est impair : y2− xy− x2 = −1 ; ces équations
sont celles de deux branches d'hyperboles.
Les points de coordonnées (F(n), F(n+1)) appartiennent à la première branche
pour n pair, à la seconde pour n impair.
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Nous n'avons abordé ici qu'une partie des propriétés de la suite de Fibonacci
et du nombre d'or ; devant la richesse du sujet, on peut se demander s'il s'agit
d'une "suite extraordinaire", d'un "nombre extraordinaire"...

A l'intention des mathématiciens, nous les replaçons dans le contexte gé-
néral des équations algébriques et des nombres algébriques : voir le chapitre
intitulé "Equations algébriques". On verra que la plupart des propriétés en-
trevues sont très générales ...
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