Etude du modele rigide

A la page VIII : Des hélices auz spirales, nous avons présenté un modéle
rigide et un modéle simplifié de la croissance d’un réseau plan spiralé (de
type tournesol).

Nous allons étudier ici le modéle rigide.

Les nceuds du maillage étant numérotés du centre vers la périphérie, les
coordonnées polaires du nceud de rang s sont la distance au centre ou dis-
tance radiale notée r(s) (ou simplement r) et I'angle ou azimut noté ¢(s) (ou
simplement ¢).

1) La démarche

Dans le modéle du réseau cylindrique, nous avons vu que z(s) = s e et
¢(s) = div s, o z(s) désigne la cote du nceud de rang s, e lentrenceud
et div la divergence. Nous allons essayer d’adapter au mieux les équations
du modéle cylindrique & la nouvelle situation. Cette adaptation se fera sans
probléme pour r assez grand, mais des distorsions peuvent apparaitre au voi-
sinage du centre. Notons les principales originalités du modéle spiralé rigide
par rapport au modéle cylindrique :

- le role de la cote z va étre joué par la distance au centre r;

- I’entrenceud e et la divergence div, a un instant donné, étaient identiques
dans I'ensemble du réseau cylindrique; ils ne dépendaient que du temps t.
Dans le réseau spiralé, au contraire, ils varient en fonction de r (ou de s), et
non en fonction de t;

- I'angle de maille « varie aussi en fonction de r (ou de s);

- de méme, la phase du réseau (donc le nombre de parastiques) va dépendre



de r (ou de s) : la phase (F(n), F(n+1)) va s’actualiser dans une couronne
définie par r, < r < r,.1, ou, si on préfére, s, < s < s,.1. Les seuils r,,
Tn+1, Sny Snt1 sont, & priori, inconnus.

- nous allons raisonner sur des variations infinitésimales ds, dr, d¢. On écrira :
e(s) = L et div(s) = 2.
Nous notons toujours p(s) (ou simplement p) le périmétre du cercle pas-
sant par le nceud de rang s; doncp = 2 7 r.

Nous conservons les trois égalités fondamentales établies pour le réseau cy-
lindrique :

(1)p? = Fin+1)> + F(n)?> + 2 F(n+1) F(n) cosa

__ dr __ sina
(2) e(s) = G = =°

(3) dlU(S) _ % — 97 F(n+1)?2 — F(n—1)2 + [F(Z;rl) F(n—1) + F(n)?] cos «

Mais a présent, ces égalités ne seront plus valables dans I'ensemble du ré-
seau, mais seulement dans la couronne : r, <7 < 7,11, 0U S < § < Sp11, €t
le nombre n va changer a chaque seuil.

2) Recherche des seuils (s,,)

D’aprés (2) 1 ds = 2% — 24 Papras (1) :

sina 2w sina ?

donc : ds = F("Jr;) 0 oy

s
Dans la couronne s, < s < $,41, @ varie de 2¥ & T ; sa variation est donc :
Ala) =3 — %’r = —7%; ce qui entraine :

_F(n+1) F(n) A(O{) _ F(n+l) F(n) © __ F(n-‘rl? F(n)

Sp41 — Sn = A(S) = o 2 3 6

Choisissons s; = 0; le calcul de s, se fait de la fagon suivante :



& F(F(Gi—1) 2 F(n)?—14(=1)"
Sno= 2 6 = 12

=1

(Voir le Complément sur la suite de Fibonacci.)

Voici quelques valeurs ainsi obtenues :

n 11231456 /| 7|38 9 10 11 12
T I]3 32 147 | 385 | 3025
Fn)|1[1]2[3[5|8|[13|21 |34] 55 89 144
Pour le noeud de rang s=2, par exemple, on a : % < s < 4, donc n=4 et

n+1=5, donc F(n)=3 et F(n+1)=>5; ce qui signifie que le réseau se présente,
des lorigine ou presque, en configuration (3, 5); il passe en configuration (8,
5) pour s>4, en configuration (8, 13) pour s>11 environ, en configuration
(21, 13) pour s>28, en configuration (21, 34) pour s>74 environ, en confi-
guration (55, 34) pour s>193 environ, en configuration (55, 89) pour s>505
environ, etc.

On voit donc que la configuration atteinte a la périphérie dépend uniquement
du nombre de nceuds.

Remarquons encore que s, est proche de F(g)2 : Vécart (% d’unité au plus)
est négligeable, en valeur relative, quand n est grand.

3) Etude de r(s)

On a vu que, dans la couronne définie par s, < s < S,.1, les variations
de s et de a sont proportionnelles; tandis que s varie de s, a s,41, o varie

2 & 27
degag.
De plus, ds:_w da; donc : a0 = %—%

D’aprés (1) : p(s) = \/F(n +1)2 + F(n)2 + 2 F(n+1) F(n) cosa

r8) = d[Fnt 172 4 P + 2 F(n+ 1) F(n) eos(5 — 225700)

Cette formule fondamentale peut nous permettre, accessoirement, de cal-

cule2r les seuils (r,) : nous remplagons s par s,, donc cos(%7T — %) par

cos %, soit —%, et nous obtenons :



r = = F(n+ 12+ F(n)2—F(n+1) F(n) = £ /2 F(n)2+ (-1
(Voir le Complément sur la suite de Fibonacci.)

Voici quelques valeurs ainsi obtenues :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r 1 V3 VT V19 T V129 | /337 | /883 | /2311 | /6051
n 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27
Tn 0,16 | 0,28 | 0,42 | 0,69 | 1,11 | 1,81 | 2,92 | 4,73 | 7,65 | 12,38
F(n) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Par exemple, plagons-nous a 5 unités du centre (rappelons que 'unité est
égale au coté d’une maille) ; comme 4,73<5<7.65on a: r,=4,73 et r,1=7,65;
donc n=8 et n+1=9; F(n)=F(8)=21 et F(n+1)=F(9)=34; nous nous situons
donc dans la couronne qui a pour configuration (21, 34), ce qui signifie qu’il
y a 21 parastiques dans un sens, et 34 dans 'autre.

Remarquons que F(n)? = 2nt-CU% — g5 o I2CU" qone 2F(n)? +
(—1)" = 125, + 1.

2[5

Par conséquent : 7, = 5-1/12s, +1 =
r, est équivalent a ?« /Sp-

\/Sn + é; pour n assez grand,

4) Etude de ¢(s) : préliminaires

D’aprés (3) et (1) :

dp __ ot F(n+1)2 — F(n—1)2 + [F(n+1) F(n—1) + F(n)?] cos a
ds F(n+1)?2 + F(n)2 + 2 F(n+1) F(n) cosa
De plus : & = F("JF;)F(")

L do F(n+1)2 — F(n—1)2 + [F(n+1) F(n—1) + F(n)?] cos a
Donc : da —F<Tl + 1)F(TL> F(n+1)? + F(n)? + 2 F(n+1) F(n) cosa
Cette expression est de la forme : % = %; précisons les valeurs
dea, b, cetd:
a=—-Fn+1)Fn)[Fn+1)>*-Fn-1)?% = —Fn+1)Fn)F(n+
—=Fn-1D|[Fn+1)+F(n—-1)] = —F(n+1)F(n)?[F(n+1)+F(n—1)]



b = —F(n+D)Fm)[F(n+1)Fn—1)+Fn)? = —F(n+1)F®)[F(n+
?({F)’g]n—l— 1)—F(n)}+Fn)? = —Fn+1)F(n)[F(n+1)>=F(n+1)F(n)+

c = F(n+1)?+ F(n)?
d = 2F(n+1)F(n)

Il faut maintenant faire une intégration.

5) La méthode d’intégration

Le but est d’intégrer une fonction de la forme : d¢ = % da

a+b cosa __ ad—bc

—__ae—oc 9 e N _
c+d cosa d + cd+d? cosaa — d + f+g cosa’ ou € =

Remarquons d’abord que
ad —be, f=cd, g=d>*

Pour intégrer da,, on pose : u = tan$ ; ce changement de variable,

2

1—u2 . 2u
tres classique, nous autorise & remplacer cosa par {75, sina par 75, et
do par 21 .75 cette astuce permet de se débarrasser (provisoirement) des

fonctions trigonométriques, pour travailler avec des fonctions rationnelles.

__e
f+g cosa

e 2 du 2e du 2e du _ 2 du

__€e — — — —
Frg o0 = 715 = e T fe)te(l-u?) T (Fro)+(f-ghu? T Fog w2y IE2
1+u f—g

En posant h = ,/}c—fg, on obtient :

mda - fQ—eg u?dith

Or, on sait que 2+h2 = 1d arctany ; donc :

ergﬁda = (fid arctany, donc : Zis oda = bda —|— d arctany.
6) Mise en ceuvre

b F(n+1)’~F(n+1)F(n)+F(n)

d 2

e = ad—bc = —F(n+1)*Fn)?F(n+1)+ Fn—1]+[F(n+1)*+

Fn)?|Fin+ 1)F(n)[Fin+1)*—=F(n+1)F(n—1)+ F(n —1)?]



e = —2F(n+1)*Fn)3[Fn+1)+ F(n—1)]+ [F(n+1)>+ F(n)?][F(n +
)F(n—1)+ F(n)*]F(n+ 1)F(n)

e = F(n+1)F(n)[-2F(n+1)*F(n)> —2F(n+ 1)F(n)*F(n — 1) + F(n +
1)P*F(n—1)+ F(n+1)*F(n)*+ F(n+ 1)F(n)*F(n — 1) + F(n)*]

e = Fn+1)F(n)[=F(n+1)°F(n)’ = F(n+ 1)F(n)*F(n — 1) + F(n +
1F(n — 1) + F(n)"]

e = Fin+1)F(n)[Fin—1)F(n+ 1){F(n+1)?— F(n)*} + F(n)*{F(n)* —
F(n+1)*}]

e = Fin+1)F(n)[F(n+1)? = Fn)?[F(n+1)F(n—1) — F(n)?]

e = Fn+1)Fn)[F(n+ 1)+ F(n)][F(n+ 1) — F(n)](—=1)" (voir for-
mule dans Compléments, Suite de Fibonacci)

e = (—1)"F(n+2)F(n+1)F(n)F(n—1)
f = = 2F(n+1)F(n)[F(n+1)?+ F(n)?]

g = d*> = 4AF(n+1)?F(n)?

B2 — Its _ 2F (n+1)F(n)[F(n+1)2+F(n)24+2F (n+1)F(n)]

T f—g — 2F(n+1)F(n)[F(n+1)24F(n)2—2F(n+1)F(n)]
B2 — [F(n+1D)+F(n)% _ (F(n+2))2

= [FnrD)+Fm)? — \F(n—-1)

_ F(n+2)
h = F(n—1)
2¢  _ 2(=D)"F(n+2)F(n+1)F(n)F(n—1) __ F(n+2) _ n
Fog = P FmFm-n7 = (— D" R, done 725 = (=1)",
dp = bda—i—(f wd arctany = F(”+1)2_F(";1)F(")+F(")2 da+(—1)" d arctan (?EZ;;; t(m%)
Pour calculer ¢ — ¢, on intégre de T & «; u varie de tan 3 = tang = V3a
tans.

F(n+1)2—F(n+1)F(n)+F(n T F(n—1 F(n—1

O—p = +1)"—F( = JE(n)+F(n)* (a—20)+(-1)" [arctan(FEnH;mn ) — arctan (anng/g)}
Remplacons a par & % : nous obtenons (pour s, < s < S,11) :



F(n+1)2 (n—&-l)F(n)-{—F(n)2 2m(s—sn)
¢ — Qn = (FoDrmy)

+(=1)" {arctan (?E +2§ tan(§ — %)) — arctan (?EZ;;; \/5)}

6 = (EBED 4 PO qyn(o )
F(n-1) 7w (s—sn) F(n—1)
+(=1)" {arctcm ( FnTD) tan(g — 7F(n+1)F(n))) — arctan (F(n+2) \/5)}

Le second membre de cette égalité est une somme de deux termes, que nous
appellerons respectivement composante principale et composante secondaire.

7) Recherche des seuils (¢,,)

Oyl — Pn = ( n+)1) + 1(151)1) D7 (Spt1 — Sn)

+(=1)" {arctan <£En+2; tan(§ — %)) — arctan (?EZ;;; \/5)}

F(n+1)F(n
6

s (sn+1_5n)

, donc F(nt1)F(n)

Remplagons (s,+1 — s,) par

7 (Sn+1—5n)

1 .
Flt DF(m) ) PAr 5

(n+1 F(n F(n+1)F(n
Pry1 — <Z5n—( +)+ (TE+)1)_1)7T(%)

+(=1)" {arctcm (?EZ&; %) — arctan (?EZI;% \/3)}

par ¢ et tan(y —

Dans cette expression, nous allons séparer la composante principale qﬁﬁj” de
la composante secondaire ¢{¥); nous allons les étudier séparément dans les

deux paragraphes suivants.

8) Etude de la composante principale ¢£{l)

(a) a F(n+1 F(n F(n+1)F(n
P — O = ( }(w(n)) + F(75+)1) L ( 6) ( )>

O\ — @ = T[F(n+1)2 + F(n)? — F(n+1)F(n)]

o) — o = £ IR+ 1+ ()P — F(i + 1)F ()
B0 — 69 = 2[F(1)? + 2ZF - "leuw +)F@)]
] I ) Z F(i)* + F(n) i(F(z +1)F(i))]



a a T F(2n)+F(2n—2)+(—1)" 2F(n)2—14+(—1)"
¢()_¢()—E[_1+2 G+ P2+ | p(p)? — 20D

o0 — o1 = 7l2 PR | )2 - P~ 14§ (<12 -

)]

N[ =

o0 — o1 = Z[F(2n) + F(2n - 2)] - H[S55 +1]

Choisissons ¢§“) = 0; puis calculons la composante principale de la diver-
gence en divisant ¢{%) par s,,.

@ EFEn)+FEn—2)- 5S4

Sn 2 F()2-1+(-1)"
12

Pour n assez grand, F(n) est proche de %; donc :

2n 2n—2
iy (I)l +q)1

(a) ® ———F=— - B - - s

G Pt = (14 077) = (14 0)) = ZL(2402) = Z£(530) =
30

27 \/5271 = =210y = 27(P; — 1) = 2Py (modulo 27).

Comme on pouvait s’y attendre, la composante principale de la divergence
tend vers ’angle d’or.

9) Etude de la composante secondaire ¢

Cbslbll o ¢£Lb) — (_1)n [arctan (?EZ;;; %) — arctan (?g:;g \/g)}

. . - :L‘iy
Appliquons la formule : arctan x — arctan y = arctan T+ay
F(n—1) 1 F(n—1)
(®) _ 40) 1" FtnT2) 3~ Fngs) V3
i1 — O = (=1)" arctan Fo1) 1 FnD
n n 1+(F(n+2) ﬁ)(p(n-m) V3)

2 F(n-1)

b n V3 Fn n
¢$zll_¢£zb) = (=1)" arctan (W) = (=)™ arctan <\3§ F<n+2>1m—1>>
(

1+(F(n+2) )2 F n—1)+F(n+2)

Sin tend vers l'infini :

F(n F(n— _
FE,:?% + anég tend vers O3 + &% = &% — ®3 = /5 F(3) = 21/5;

2 1 1 . o . .
arctan (\/3 W) tend vers arctcm\/—ﬁ, soit 14,5° environ ;
n—1 n—+

©] b 1 . . 1 . . .
Opg1— ¢ tend vers —arctan = sin est pair, vers arctan—= sin est impair.



Grosso modo, on peut dire que la composante secondaire de ¢ correspond &
une oscillation autour de la valeur moyenne, atteignant environ +7° aux seuils
pairs (¢9,) et -7° aux seuils impairs (@a,41). L’amplitude de cette oscillation
ne s’amortit pas, mais on peut penser que sa contribution a la divergence
moyenne tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Pour pouvoir I'affirmer, une
étude de la convergence est utile.

10) Etude de la convergence de ¢

Appelons €, 'écart entre arctan (\[ W) et sa limite arctan (\/%) =

F(n—1) ' F(n+2)

2 1
arctan (— 7)
V3 <1>§_q>%

o % _ 2 1
€, = arctan (\f Faf2) | P 1)> ow"ctan(\/g ¢§’—<1>§)

F(n—1) ' F(n+2)

2 1 1
V3 ( F(n+2)+F(n*1) ¢?¢3>
F(n—1) ' F(n+2)
1

1+3 F(ﬂ+2)+F(n 1) @3 @3
F(n—1) " F(n+2)

€, = arctan

Multiplions le numérateur et le dénominateur par (?Eﬁf; + ?E +2;> (D3 — 03),
puis par F'(n — 1)F(n + 2) :
Z((e1-2%) (?EZ*?F?EZ&?)])

€, = arctan —
" ((?En*?§+§§n+é§)(¢3 3)+v/43

5 3_ 53 2 2
_ FFO-DF0+2)(2f-0F)— (F(nt2)*+F(n—1)%)]
€, = arctan( (F(n+2)>+F(n—1)2) (93 —03 )+ 2 F(n—1) F(n+2)

Développons le crochet (N,,) du numérateur. Nous obtenons :

q)nfl_q)nfl ¢)7L+2_<I)n+2 . q)n+2_q>n+2 2 q)nfl_q)nfl 2

1\/52 1\/52 (@?_@%)_[(1¢52 >_|_<1\/52 >‘|
N, = 4[(@1 + @3 — (—1)" (@7 + 89)) (@F — BF)— (@ + @3 - 2(—1)*2)
_ ((I)%n—Q + @%n—? _ 2(_1)7171)]

N, =

Nn _ é[®2n+4 (I)%n72 + (I)%an _ q)§n+4 4 (_1)n ((I)? _ (Dg) _ q)%n+4 _ (I)%n+4
+2(=1)" — P32 — P32 — 2(—1)"]

N, = 1[-283"2 — 203" 4 (—1)"V/5F(6)]



N, = —2q2+! (<I>2—3 X <I>§’> + 8\/5(%1)"
N, = 2821 (93 — 33) + (_1)n%
n 52 1 2 5
N, = 205 (2v5) + (18
_ 2n+1 n
Na = 2 (931 +2(-1)")
2N,
JR— f -
en = arctan <(F(n+2)2+F(n1)2)(32\/5)+§F(”1)F(”+2)>

_8 ¢2n+1+2(71)n
€n = arctan( m( : )

2V5(F (n+2)2+F(n—1)2)+5F(n—1)F(n+2)

Pour évaluer la vitesse de convergence, remplacons les termes de la suite
de Fibonacci par leurs valeurs approchées :

\}67(71)71

~ 15

€En = arctan p2nt4d  p2n—2 pn—1 gn+2
25 Hg—t s |+5 L Lo

€, =~ arctan

JEED)”
(4+li)¢f”+1> arctan (Q T T >

16 _ i(_l)n

€, ~ arctan = arctan

n l@f”*‘l (CP‘;’+<I> 4 ¢2n+1 l(b?n+1(2\/5)+%q>?n+l
(—1)n*t (arctcm ( ) + en)

b
bty — O =
1(31 — ) ~ (—1)"H! (arctan (\ﬁ) + arctan (ﬁgn}—)ln))

¢7(1b4)rl—¢$1b) ~ (—1)"tarctan (\/Lﬁ)—arctcm <4 £+1> = (=1)"*tarctan (\/%*5)—

arctan (%cbgn)

1 1 ;
b) ~ b) + Z < Hlarctcm ( > — arctan <4 @5 ‘I)?))
1

SORN o+ u arctcm arctan (P%Z
4 ¢,

=1
On peut remarquer que : 0 < arctan ( ) ‘/;1 P3¢ donc :

= V15 V15, V15 1 - 93
0< Y arctan Py < o5 = >
2 40, P 4%, 1—-93

}_;

3




(1 —<I>§”) < \/41—5

4 Py

n-l V15 . V15 1 —®2 /15
0< t 2 < 2 -
;arcan< 2) 10, —o, 1

. . . 14+(=1)"
Donc la composante secondaire ¢{*) comprend une oscillation +(2 )

d’amplitude constante, qui ne s’amortit jamais, et une dérive amortie, de sens

constant, bornée, inférieure a —V415 en valeur absolue. La divergence secondaire
qui en résulte devient négligeable pour n assez grand : en effet, ¢{*) est borné
®)
&n

et s, tend vers l'infini, donc “2~ tend vers 0.

11) Simplification

Si on veut simplifier ce modéle pour le rendre plus facile a utiliser, on peut né-
gliger la composante secondaire de ¢ ; on remplace r(s) par sa limite : é\/g,
et ¢(s) par + 27®Py s. On obtient alors le modéle simplifié, déja trouvé em-
piriquement, et programmé par plusieurs auteurs.

11

arctan (\/TE

1

);



