
Etude du modèle simpli�é

A la page VIII : Des hélices aux spirales, nous avons présenté un modèle
rigide et un modèle simpli�é de la croissance d'un réseau plan spiralé (de
type tournesol).

Nous allons étudier ici le modèle simpli�é.

Les n÷uds du maillage étant numérotés du centre vers la périphérie, les
coordonnées polaires du n÷ud de rang s sont :

distance au centre (ou radiale) : r(s) = k
√

s

angle (ou azimut) : φ(s) = s Φ1 = s 1+
√

5
2

La divergence étant égale à la section dorée, on peut a�rmer (voir l'étude
sur la suite de Farey, dans la partie Compléments) que les spires qui vont
s'actualiser successivement, du centre vers l'extérieur, sont nécessairement
les spires de Fibonacci, d'ordre F(n).

1) Nous allons d'abord chercher l'équation des parastiques. Suivons la pa-
rastique d'ordre F(n), en partant du n÷ud de rang s. Le n÷ud suivant sera
le n÷ud d'ordre s + F(n), qui a pour coordonnées circulaires :

r(s + F (n)) = k
√

s + F (n)

φ(s + F (n)) = (s + F (n)) Φ1 = s Φ1 + F (n) Φ1

On peut remarquer que, pour n assez grand, φ(s + F (n)) est proche de φ(s).
En e�et, la di�érence est égale à F (n) Φ1, donc elle est congrue à (−1)n+1 Φ−n

1

(modulo 1 tour) ; par conséquent, elle tend rapidement vers 0 : voir l'étude
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sur la suite de Fibonacci, dans la partie Compléments.

Nous voulons étudier la courbe qui passe directement du n÷ud s au n÷ud s
+ F(n), sans suivre la spire génératrice (qui fait des tours inutiles) ; pour cela,
nous remplaçons F (n) Φ1 par (−1)n+1 Φ−n

1 (car nous raisonnons modulo 1
tour), et nous faisons intervenir un paramètre λ :

r(s + λ F (n)) = k
√

s + λF (n)

φ(s + λ F (n)) = s Φ1 + λ F (n) Φ1 = s Φ1 + λ (−1)n+1 Φ−n
1

Pour simpli�er l'écriture, écrivons r pour r(s + λ F (n)) et φ pour φ(s +
λ F (n)). Les deux égalités ci-dessus deviennent :

λ =
r2

k2−s

F (n)

λ = (φ − s Φ1) (−1)n+1 Φn
1

En identi�ant ces deux expressions, on tire :

r2

k2−s

F (n)
= (φ − s Φ1) (−1)n+1 Φn

1

Donc la spire d'ordre F(n) passant par le n÷ud de rang s a pour équation :

r2

k2 − s = (−1)n+1 Φn
1 F (n) (φ − s Φ1)

r2 = k2 [s + (−1)n+1 Φn
1 F (n) (φ − s Φ1)]

Intéressons-nous à la spire passant par l'origine (s=0) ; elle a pour équa-
tion :

r2 = k2 (−1)n+1 Φn
1 F (n) φ.

En posant : K = (−1)n+1 Φn
1 k2 F (n), on obtient :

r2 = K φ

C'est l'équation d'une spirale de Fermat (ou plus exactement d'une demi-
spirale). Ceci vient du fait que la distance r(s) (distance du noeud de rang s
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par rapport au centre) n'est pas proportionnelle à s, mais à la racine carrée
de s. (Si elle avait été proportionnelle à s, nous aurions obtenu une spirale
d'Archimède.)

Sur les spirales de Fermat et les spirales paraboliques, on pourra consul-
ter, dans Mathcurve.com (site de R. Ferréol), les pages suivantes :
http ://www.mathcurve.com/courbes2d/fermat/fermatspirale.shtml et
http ://www.mathcurve.com/courbes2d/spiraleparabolic/spiraleparabolic.shtml

Les équations des autres spires d'ordre F(n) se déduisent de la première
en remplaçant s, successivement, par 1, 2, 3, ... , F(n)-1. Pour s = F(n), on
retrouve la spire d'origine.

2) Cherchons maintenant à quelle distance du centre les parastiques d'ordre
F(n) s'actualisent de manière idéale ; pour cela, calculons la distance ds entre
deux noeuds successifs, de rangs s et s' = s + F(n), de la parastique d'ordre
F(n), et cherchons à minimiser cette distance.

dr = r(s′)− r(s) = k
√

s + F (n) − k
√

s = kF (n)√
s+F (n)+

√
s

= kF (n)√
s′+

√
s

Posons : r = r(s′)+r(s)
2

= k
√

s′+
√

s
2

(moyenne des distances radiales des
deux points) ; on a alors :

√
s′ +

√
s = 2r

k
, donc : dr = k2 F (n)

2r
.

D'autre part :

dφ = φ(s′)− φ(s) = (s + F (n)) Φ1 − s Φ1 = F (n) Φ1 = (−1)n+1 Φ−n
1

(modulo 1 tour)

ds2 = dr2 + (r dφ)2 =
(

k2 F (n)
2r

)2
+ (r (−1)n+1 Φ−n

1 )2

ds2 = k4 F (n)2

4 r2 + r2

Φ2n
1

Remplaçons F(n) par la valeur approchée :
Φn

1√
5
(voir : Compléments, suite

de Fibonacci). Nous obtenons :

ds2 ≈ k4 Φ2n
1

20 r2 + r2

Φ2n
1

= k2
√

20

(
k2 Φ2n

1√
20 r2 +

√
20 r2

k2 Φ2n
1

)
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Entre parenthèses, nous avons une somme de deux inverses, de la forme :
x + 1

x
(x > 0) ; cette fonction est décroissante pour 0<x<1 et croissante pour

x>1 ; son minimum est égal à 2 ; il est atteint pour x=1, soit : r2 =
k2Φ2n

1√
20

,

ou encore : r =
k Φn

1
4√20

.

On a alors : ds2 = 2 k2
√

20
= k2

√
5
, donc : ds = k

4√5
.

C'est la distance minimale entre deux noeuds successifs des spires d'ordre
F(n) ; ces spires s'actualisent donc de manière idéale pour r ≈ k Φn

1
4√20

.

3) Complétons par la recherche des seuils de transition ; autrement dit,
cherchons la distance r à laquelle les spires d'ordre F(n+1) supplantent les
spires d'ordre F(n-1) (spires de même sens) ; pour cette valeur de r, le calcul
de ds2 doit donner le même résultat pour les spires de ces deux jeux ; donc :

k2 Φ2n+2
1√

20 r2 +
√

20 r2

k2 Φ2n+2
1

=
k2 Φ2n−2

1√
20 r2 +

√
20 r2

k2 Φ2n−2
1

Posons : α =
k2 Φ2n

1√
20

; l'égalité ci-dessus devient :

α Φ2
1

r2 + r2

α Φ2
1

= α
r2 Φ2

1
+

r2 Φ2
1

α
, donc : α

r2

(
Φ2

1 + 1
Φ2

1

)
= r2

α

(
Φ2

1 + 1
Φ2

1

)
... ce qui entraîne : α

r2 = r2

α
, et par suite : r2 = α =

k2 Φ2n
1√

20
.

Donc : r =
k Φn

1
4√20

.

C'est le même résultat qu'au calcul précédent : quand on parcourt le réseau
du centre vers la périphérie, les spires d'ordre F(n-1) vont s'e�acer pour lais-
ser la place aux spires d'ordre F(n+1) (de même sens), précisément lorsque
les spires d'ordre F(n) (de sens contraire) seront à leur apogée (serrage maxi-
mal).

4) Pour terminer, étudions le mouvement apparent des parastiques. Pour
cela, reprenons l'équation : φ(s + λ F (n)) = s Φ1 + λ (−1)n+1 Φ−n

1 .
Jusqu'ici, la paramètre λ était supposé entier (car le réseau était statique et
discret), mais si nous faisons intervenir le facteur temps, nous pouvons faire
varier λ continûment. Posons : ds = λ F (n) . L'égalité devient :

φ(s + ds) = s Φ1 + ds
F (n)

(−1)n+1 Φ−n
1
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dφ = φ(s + ds) − φ(s) = s Φ1 + ds
F (n)

(−1)n+1 Φ−n
1 − s Φ1

dφ = ds
F (n)

(−1)n+1 Φ−n
1 = (−1)n+1

F (n) Φn
1

ds

Donc : dφ
ds

= (−1)n+1

F (n) Φn
1

Supposons qu'un point se déplace sur une parastique �xe, d'ordre F(n), para-
métrée ; lorsque le paramètre s du point varie de ds, sa coordonnée angulaire

varie de (−1)n+1

F (n) Φ1
. Mais si la coordonnée angulaire est constante, comme nous

l'avons supposé, alors c'est la parastique qui est obligée de tourner en sens
inverse, avec la vitesse angulaire : dφ

ds
= (−1)n

F (n) Φ1
. Dans un modèle dynamique,

ds sera proportionnel à dt (où t désigne le temps).
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